2 Uber den Umgang mit mathematischen
Notationen

Viele Notationen sind historisch gewachsen, und es sind Zeindabei auch unter-
schiedliche, untereinander konkurrierende Notationetisteanden. Man kann bei der
Angabe einer Menge einen Doppelpunkt oder einen senkrec®itiech verwenden;
man kanne” oder auchexp(x) schreiben, etc. So schreibt man in einigen Fallen das
Funktions- oder Relationszeichen vor, hinter oder aucls@wn die Argumente. Es soll
in diesem Kapitel um solche notationellen Besonderheitdeg und wie man mit die-
sen umgehen sollte. Wie driickt man beispielsweise aus,das mitf(z) das eine Mal
einen konkreten Funktionswert meint, das andere Mal dikftamals Ganzes? Beim
Notieren mathematischer Texte — sollte man da eher die ugsgarachliche Notation
»genau dann wenn” verwenden oder das Symbd In diesem Kapitel geht es um sol-
che Fragestellungen, bis hin zu dem Punkt, dass eine no¢tiedMaschinerie, die man
mal aufgebaut hat, einem, bei unbedachtem Umgang, in FomiPaoadoxienum die

Ohren fliegen* kann.

2.1 Infix, Prafix, Postfix

Zusatzlich zur Zeichenfestlegung von Operatoren, zBfur die Addition, ist die Rei-
henfolge von Funktionen und Operanden ein wichtiger AspektNotation in Mathe-
matik, Logik und Informatik.

Beispiele hierfur sind:

Name ‘ Beschreibung Beispiele ‘ Programmiersprachen
Prafixnotation | Funktion vor Operanden sinz, —x Lisp: (+ 3 4)
Postfixnotation Funktion nach Operanden | z! PostScript: 3 4 add

Infixnotation | Funktion zwischen Operanden: +y, z Ay | C, Java: 3+ 4

Bei der gebrauchlichen Infixnotation in der Arithmetik @ineben der Reihenfolge von

Funktion und Operanden auch die Rechenreihenfolge duechvertigkeit der Opera-
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tionen (,Punkt vor Strich”) bestimmt. Durch das Setzen von Klammenrkman Teil-
ausdriucke festlegen, die abweichend von der Punkt- varthSRegel zuerst berechnet
werden missen.

Beispiel:(3 4+ 4+ 5) - 6 - 7 + 8. Die Operatoren stehen hierbei zwischen den einzelnen
Werten, es handelt sich hierbei also um eine Infixnotatiae. Klammern erzwingen,
dass die Addition voi, 4 und5 vor der nachfolgenden Multiplikation mitzu gesche-
hen hat, entgegen der Punkt-vor-Strich-Regel, die danavegrizden ware, wenn keine
Klammern vorhanden sind.

Die Prafixnotation wird auchPolnische Notationgenannt. Wenn die Stelligkeit der
Funktion f bekannt ist (also die Anzahl der Argumente vOnso benotigt man eigent-
lich keine Klammern, um eine solche Formel eindeutig lesekdnnen. So findet sich
die klammerlose Schreibweise

fSL’l.TQ R 7

meist in der formalen Logik, und die Schreibweise

f(l'l,l'g,...,xn)

in der gangigen Mathematik. Die Schreibweise mit au3&lammern

(frixe ... xy)

wird in der Programmiersprache Lisp verwendet.

Bei der Postfixnotation schreibt man den Operatachden zu verknupfenden Argu-
menten; sie wird daher audbmgekehrte Polnische Notation(UPN) genannt. In der
Informatik ist die UPN deshalb von Interesse, weil sie eitaealbasierte Abarbeitung
ermoglicht: Operanden werden beim Lesen auf den StapstKBgelegt, ein Operator
holt sich die Anzahl an Operanden vom Stapel, die seineligikeit entspricht und legt
das Ergebnis der Operation wieder auf dem Stapel ab. Am Eegtedann das Ergebnis
des Terms oben auf dem Stapel. Deshalb bildet die UPN diedBge fur stapelbasierte
Programmiersprachen wie Forth oder PostScript.

Weiterhin tibernahm die Firma Hewlett-Packard (seit dezr @@hren) die UPN fir ih-
re Taschenrechner. Hier hat die UPN auch ganz praktischeuBaunl, da hierbei die

Berechnung eines Ausdrucks im Allgemeinen mit weniger ératiicken auskommit.

INach dem polnischen Mathematiker Jan tukasiewicz (18786)L9
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Beispielsweise benotigt die Berechnung \@dnt 5) * (8 + 9) auf einem Taschenrech-
ner mit algebraischer Eingabelogik 12 Tastendriicke,lichy(4+5)*(8+9) =",

wahrend nur 9 Tastendriicke, d4. ENTER 5 + 8 ENTER 9 + *“, auf einem UPN
Taschenrechner bendtigt werden. Zusatzlich werden dazheweiligen Zwischener-

gebnisse angezeigt.

2.2 Funktionswert vs. Funktion, A\-Notation

Nehmen wir an, es wurde eine Funktigrdefiniert (z.B. auf den naturlichen Zahlen).
Was fur ein Objekt ist danrfi(x) ? Es gibt zwei Moglichkeiten, die auch in der mathe-
matischen Alltagsnotation mal so oder so gemeint sein &nWenn wirr € N als
eine feste Zahl ansehen, so ist ebenfélls) € N. Wenn wirz als Variable, als forma-
len Platzhalter fur das Argument vgnansehen, so meirft(xz) dasselbe wig, also die
Funktion als Ganzes. Dann igtx) also ein Element voii, der Menge aller Funktio-
nen vonN nachN.

Gelegentlich sieht man in der Literatur die Bezeichnungsavg - ), um einerseits zum
Ausdruck zu bringen, dass die Funktighein Argument hat, dieses Argument aber
namentlich nicht benennt, um die oben angesprochene Mdigkeit zu vermeiden.
Durch diese Notation ist dann die Funktigrals Ganzes gemeint.

Um diese Mehrdeutigkeit auszuschlieRen, wurdeXdKalkil bzw. die \-Notation ein-
gefuhrt. Man unterscheidet hier klar zwischen der Anwergdeiner Funktion auf ein
bestimmtes Argument, was den Funktionswert ergibt, und~daektion als Ganzes. Die
folgende Notation geht auf Churtlauriick. Es bezeichnet(a) — meist klammerfrei
geschrieben, alsé o — die Anwendung der Funktiofi auf das Argument. (welches
selber ein komplexek-Ausdruck sein kann). Dahingegen bedewWet!’ eine Funkti-
on mit einem Argument; diese Funktion wird Uber den Ausdru@k definiert. Auf
diese Weise kdonnen Funktionganonym” eingefuihrt werden; wir konnten ihr jedoch
auch einen Namen geben, indem vfir= \x.T" schreiben. In diesem Sinne istein
»Funktionsbildungs-Operator”.

Es folgen einige Beispiele:

M. (z + 3)?

2Alonzo Church (1903-1995), amerikanischer Mathematiker Logiker.
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Dies bezeichnet die (unbenannte oder anonyme) Funktiorimg@m Argument:, wel-

che ihr um 3 erhdhtes Argument quadriert. Dagegen bedeutet
v, (z+3)? 5

dass die soeben beschriebene Funktion auf das Argumeng&andt wird.
Man hat einen Kalkil entwickelt, um mit dieserAusdricken umgehen und sie ver-
einfachen zu konnen. Die wichtigste Operation ist hiediei\-Konversion, die das

Einsetzen des Arguments in den Parameter vornimmt. Bé&ispie

A-Konversion
—

M. (z+3)° 5 (5+3)

Der Lambda-Kalkiil hat die Entwicklung funktionaler Pragymiersprachen wikisp?®
undHaskell* und deren Semantik und Auswertungsprinzipien wesentkehriflusst. In
funktionalen Sprachen besteht ein Programm aus Funk&édingibnen, Funktionsan-
wendungen und Funktionskompositionen (siehe Abschbét &unktionen). So schreibt

man obigem-Ausdruck in Lisp wie folgt
(lambda (x) (* (+ x 3) (+ x 3)))
bzw. in Haskell
(\x ->(x +3) * (x +3))
Beispielsweise kann man in Lisp sehr einfach zwei Listemel&weise addieren:
(mapcar (lambda (x y) (+ xvy)) "(012) '(10 11 12))

Ergebnis ist dann die Liste: (10 12 14)

Mit Hilfe des A-Kalkdls lassen sich auch Auswertungsstrategien stedigte zum Bei-
spiellazy evaluation Das heifl3t, man verzogert die Auswertung eines Ausdrumksis

ge, bis der Wert des Ausdrucks wirklich benotigt wird — wategentlich die Auswer-
tung eines Ausdrucks tberflussig macht. (Wenn man z.BUdgkVerknupfung zweier
Boole’scher FormelF und G berechnen mochte (vgl. Abschnitt Giber logische Opera-
tionen) und man hak’ bereits zualschausgewertet, dann kann man sich das Auswerten

von (G ersparen, da das Ergebnis der Und-Verknuipfung in jedehfdtsth sein wird.)

3Erfinder von Lisp ist John McCarthy (1927-2011), der gesagtaile Programmiersprachen sind im
Kern nichts anderes absKalkil; der Rest ist ein bisschen syntaktischer Zucksesgu
4Benannt nach Haskell Brooks Curry (1900-1982).
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Die Moglichkeiten des\-Kalkills gehen noch weit Uber diese Beispiele hinaus,nven
man realisiert, dass man mit Hilfe darNotation auch Funktionale oder Funktionen
,hoherer Ordnung* erfassen kann. Dies sind Funktionenk-diktionen als Argumen-
te haben und ggf. Funktionen als Funktionswerte ergebespiBésweise istz. (z x)
diejenige Funktion mit einem Argument, die ihr Argument Blsnktion interpretiert
und diese Funktion wiederum auf sich selbst anwendet. DdskesInterpretationen in
der Welt der Programmiersprachen sinnvoll sein konnerd wiirz im Abschnitt tber
Objekt- und Metasprache angesprochen.

Funktionale kennt man aus der Mathematik zum Beispiel imFades Ableitungsopera-
tors-L. Angewandt auf eine Funktiofliefert dieser als Ergebnis die nactabgeleitete
Funktion f’.

2.3 Syntax und Semantik, Metasprache und
Objektsprache

Bisher haben wir die mathematischen Notationen als Ahkigen verwendet, die je-
weils eine fest vorgegebene Bedeutung haben. Zum Beispisutet das Symbqjﬁ
das Quadratwurzelziehen. Allenfalls die Angabe der bietneien Grundmenge kann
noch einen Unterschied ausmachen: Wahrends auf der Grundmenge der reellen
Zahlen undefiniert ist, hat diese Formel auf der Menge dergtexen Zahlen eine wohl-
definierte Bedeutung. Aber in jedem Fall ist immer klar, dass, /™ eine Zahl ge-
meint ist, die mit sich selbst multipliziert die Zahl unteard Wurzelzeichen ergibt. Also
mathematische Zeichen sind von vornherein fest mit enthpreden mathematischen
Interpretationen oder Berechnungsvorschriften asstziie

In der formalen Logik oder Metamathematik ist das nicht mehr so. Nun sind die
mathematischen Formeln selber das Objekt der mathematidggétrachtung. Jetzt ist
(v =5 + = — y?)® zunachst nur ein Gebilde, das aus Klammern und einigesasan
Zeichen aufgebaut ist. Um keinesfalls irgendeine int@didi Interpretation vorwegzu-
nehmen, liest man die Symbole Vv, — nun nicht mehr als ND, ODER, NICHT, son-
dern zum Beispiel alsDach®, ,umgestirztes Dach* undHaken“. Man gibt Regeln an,
wie man korrekt entsprechende Formeln aufbaut (siehem Blischnitt Uber induktive

Definitionen). Dies alles regelt die so genan@yatax von Formeln.
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Im nachsten Schritt werden mit solchen Formeln Bedeutoigeerpretationen assozi-
iert. Hierzu gehort zum Beispiel auch die Angabe einer @Gmi@nge (reelle Zahlen oder
komplexe Zahlen). Dann kann man darangehen festzustebezine solche Formel (im-
mer) wahr ist, oder eine Losung fur die vorkommende Vaeigbder Variablen) besitzt,
und ahnliches. Nun befinden wir uns im Bereich @&mantik, also der inhaltlichen
Interpretation einer (syntaktisch korrekt aufgebauteptel.

Solche semantischen Interpretationen missen keinessirdsutig sein und von vorn-
herein durch die verwendete Symbolik feststehen. Zum Baikptten wir im Abschnitt
Uber logische Operationen angegeben, dass man diese rithohesisch interpretieren
kann und zum Beispiel auch die Fourier-Reprasentatidriemskann. Dies ist nichts an-
deres als eine andere Semantik fur logische Formeln. Niaebrkist das vielleicht bei
Programmiersprachen. Bei der einen Programmiersprami@d:++ vielleicht bedeu-
ten, dass der Wert der Variablerum 1 erhoht wird, was man bei dieser Symbolik auf
den ersten Blick vielleicht nicht assoziieren wiirde; inegianderen Programmierspra-
che konnte dies vielleicht etwas ganz anderes bedeutdmredondere bedeutet Semantik
im Kontext von Programmiersprachen die Art und Weise, wigtibente syntaktische
Konstrukte real auf einem Computer ausgefuhrt werdemsoll

In der Mathematik werden Formeln gewissermal3en mitteés kigenen Symbolik un-
mittelbar interpretiert, sie machen insofern direkt Aggsauber Zahlen oder andere
mathematische Objekte. In der Metamathematik rederiia@r Formeln und machen
Uber diese Aussagen. Zum Beispiel konnte man in der Mdteemeatik sagen: die logi-
sche Forme(z A y) impliziert die Formel(x \VV y). Was wir nun aber nicht durfen, diese

metamathematische Aussage durch

(zANy) — (xVy)

auszudrucken. Durch Verwenden des objektsprachlichemb8is — haben wir Meta-
sprache und Objektsprache miteinander vermischt. Wiediaber sagen: die logische

Formel(z A y) impliziert die Formelx Vv y), also ist die neue Formel

(xAy) = (zVy)
— vielleicht aufgrund eines zuvor aufgestellten Kalkiidaraus ableitbar.

Auch innerhalb von Beweisen ist es so, dass wir eine metamattische Sichtweise

einnehmen. Wir argumentierdéioer Formeln und warum diese wahr sind, oder warum
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diese eine Losung besitzen etc. Wenn wir im Rahmen eine&iBew zeigen, dass sich
eine FormelF aquivalent umformen lasst i@, und sichG wiederum aquivalent um-
schreiben lasst i/, so halten wir es stilistisch nicht fur gut, diesen bevwesibhischen

Sachverhalt durch
F & G

& H
zu beschreiben (wegen des Verwendens des objektspraahlidbppelpfeils=). Hier
hat man zwischen die Formeli G und H das Formelzeiches> geschrieben und so
in der Objektsprache eine Monster-Forntéel< G < H hergestellt. Wir halten es
fir besser angebracht, dieBguivalenz von Formeln in der Metasprache mittglenau
dann wenn* auszudriicken, also:

F gdw. G
gdw. H

Manche Autoren verstehen nur den einfachen Doppelpfails objektsprachliches Ele-
ment, dagegen den doppelten Doppelpfeilals metasprachliche Abkirzung voge-
nau dann wenn“. In diesem Fall ware obige Notation wieder @i wollen betonen,
dass wir hier nicht eine bestimmte Notation vorschreibeflempsondern es geht uns
nur darum bewusst zu machen, dass man sich seiner verwerishgtgbolik in einem
mathematischen Text klar sein sollte, diese dann auch gaesein der jeweiligen In-

terpretation einsetzen und Metasprache und Objektsprachevermischen sollte.

2.4 Paradoxien, @del und Russell

Eine unzulassige Vermischung von Metasprache und Olgjeddke findet auch bei dem
folgenden Satz statt, der gewissermafien aus der Objettiepfdem Satz selbst) heraus

in der Metasprache uber sich selbst redet:
Dieser Satz ist falsch.

Ist er nun wahr oder falsch? Wenn er wahr ware, misste ee-emselber sagt — falsch
sein; wenn er falsch ware, misste er wahr sein.

Es gibt noch viele Beispiele dieser Art: Der Barbier sagth rasiere alle Leute im Dorf,
die sich nicht selbst rasieren®. Er wohnt selber im Dorf.| 8olsich nun rasieren oder

nicht?
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Eine bekannte Regel saffieine Regel ohne Ausnahnitat diese Regel eine Ausnahme?

Diese Beispiele zeigen, dass die Vermischung von Metalsprand Objektsprache zu
unerwinschten logischen Paradoxien fuhren kann. Edest @eider oder auch nicht
leider — je nach Standpunkt) so, dass Computerprogramraeseits selber nichts ande-
res als Worter tiber einem geeigneten Alphabet (Menge &Z1ASymbole) sind, an-
dererseits ebensolche ASCII-Worter als Eingabe entgegenen und verarbeiten und
hierzu eine Ausgabe (ebenfalls ein ASCII-Wort) berechibas heildt, Programme ver-
arbeiten undreden” sozusagen tiber Objekte derselben Art, wie sie Iseilehe sind.
Dies ist die perfekte Vermischung von Objekt- und Metadpea®ass Programme an-
dere Programme als Eingabe haben kdnnen, ist von Interprebd Compilern bekannt.
Man konnte einem solchen Programm auch seinen eigenemalRtodext als Eingabe
zufuhren. Indem man diese ldee weiter verfolgt, sieht nmaih ¢inem indirekten Be-
weisargument, siehe Extra-Abschnitt), dass es kein Pnagrgeben kann, das systema-
tisch und immer korrekt seine Eingabe, ein Programm, danawintersucht, ob dieses
immer terminiert (und selber dabei immer terminiert). Dag3lt das Halteproblem ist
unentscheidbar.

Einen ahnlichen Effekt hat Godel im Kontext der Formelrt @Quantoren festgestellt.
Diese Formeln enthalten als Grundoperatiorennd x, die semantisch als Addition
bzw. Multiplikation Giber der Grundmengd® interpretiert werden. Derartige Formeln

,reden® eigentlich zunachst tiber naturliche Zahlen, zuien Beispiel die Formel
Flr) = vyVz((z=yx2) = (y=1)V(z=1))

die ausdrickt, dasseine Primzahl ist, genauer, die genau dann den Wahrhettaabr
annimmt, wenn fir eine Primzahl (oder die Zahl 1) eingesetzt wird. Indem mam nu
derartige Formeln systematisch durchnummeriert, kann Roameln mit natirlichen
Zahlen identifizieren. Beispielsweise konnte man eirigreiden Klammer die ZaHl,
einer schlieBenden Klammer die Zatduordnen, usw. Die folgende Formfé(z) drickt
aus, dass eine gerade Zahl ist.

dy (y +y =)

34145 46 72
Wie angedeutet, konnte man nun, nachdem man einzelnehefegahlen zugeordnet

hat, der gesamten Formel die Zal1454672 zuordnen. Nun konnte man diese einer
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Formel zugeordnete natirliche Zahl in die Formel selbsdetzen:'(341454672). Da
341454672 eine gerade Zahl ist, ist diese Formedhr. Andere Formeln ergeben dage-
gen den Wahrheitswefaélsch, wenn man die eigene Formel-Zahl fur die freie Variable
einsetzt; also symbolisch(#F) betrachtetUber diesen Trick, Formeln als Zahlen zu
betrachten (auch a8ddelisierungbekannt), findet wieder die oben angesprochene Ver-
mischung von Metasprache (Formeln) und Objektsprachdégnhtatt.

Nun hat Godel in seinem berihmten Unvollstandigkeiissgne FormelG(x) kon-
struiert, die ihre eigene Nicht-Beweisbarkeit konstatisofern man die zd- gehorige
naturliche Zahl furr einsetzt.

Auf diesem Weg weist Godel nach, dass fur jedeorschlag” fur einen Beweiskalkul
fur die Theorie der natirlichen Zahlen (mit Addition unduMplikation als Basisope-
rationen) sich immer eine Formel konstruieren lasst, diaravahr, aber in dem betref-
fenden Kalkul nicht beweisbar ist. (Kalkule werden noelsnim nachsten Abschnitt
diskutiert.)

Eine ahnliche Problematik wurde schon vor Godel von Risbeobachtet. Cantor be-

schreibt den von ihm eingefiihrten Mengenbegriff wie folgt

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung \&timipeten wohlun-
terschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unserdebB® zu einem Gan-

zen.

Wenn man den Mengenbegriff allzu unbedacht oder naiv anetemde es in dieser
»Definition* zum Ausdruck kommt, so konnte man auch — nachsellis- die Menge
aller Mengen bilden, die sich nicht selbst als Element dighaFormaler beschreiben

wir diese Russell’sche Menge! so:
M={M|M¢M}

Gibt es diese Menga1? Genau eine der folgenden beiden Aussagen musste dann wahr

sein, die andere falsch:

entwederM € M oder M ¢ M

SBertrand Arthur William Russell (1872-1970), englischail®soph, Logiker, Mathematiker, Sozial-
wissenschaftler und Politiker. Erhielt 1950 den Nobekpfér Literatur.
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Aus dem Ersteren folgt, nach Definition vowt, dassM nicht Element vonM sein
durfte. Aus Letzterem folgt gerade, das$ Element vonM ist. Also haben wir einen
logischen Widerspruch, der nur so zu erklaren bzw. zu bgsaiist, dass diese Art der

unbedachten Mengenbildung als unzulassig anzusehen ist.

Im mathematischen Alltagsleben trifft man auf diese Paxemto(auch Antinomien ge-
nannt) eher nicht. Sie zeigen uns aber gewisse grundd@ézBrenzen der Kalkulisier-
barkeit auf. Nicht die gesamte Mathematik lasst sich atlganisieren (was man durchaus

auch als positiv empfinden kann).



